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基于能量守恒的 ＨＴＰＢ推进剂非线性本构关系
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基于能量守恒的 ＨＴＰＢ推进剂非线性本构关系
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摘　要：为描述 ＨＴＰＢ推进剂中增强粒子的脱湿引起本构关系非线性响应行为，建立了由粒子、空泡与基体组成的三相物理模型，给
出了在单向拉伸载荷作用下确定本构关系的算法。依据热力学能量守恒定律，确定了临界脱湿应变方程。利用细观力学 ＭｏｒｉＴａｎａｋａ
方法，确定了临界应变方程需要的宏观有效模量。针对增强粒子满足对数正态分布的 ＨＴＰＢ推进剂进行了数值模拟。结果表明，
ＨＴＰＢ本构关系由两个阶段组成，初始的线弹性阶段与开始发生脱湿后的非线性阶段。体积膨胀应变随空泡体积分数的增大而增
大，而宏观有效模量随空泡体积分数的增大而减小。针对一般复合固体推进剂，该本构关系的形式较为简单，适合应用于工程中。
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１　引　言

　　复合固体推进剂不仅是固体火箭发动机的能量物
质，也是其重要的结构材料，在成型、贮存与使用中，往

往存在各种机械与温度载荷，引起各种不同形式的微

损伤，主要有粒子断裂、基体损伤、粒子与基体的界面

脱湿
［１］
。文献［２］与［３］分别从试验与理论上，确定

在复合固体推进剂中主要损伤形式是粒子与基体的界

面脱湿。界面脱湿是一种细观的力学行为，是引起复

合固体推进剂本构关系从线性行为到非线性行为的主

要决定因素，并有可能发展成宏观裂纹，从而导致复合

固体推进剂失效。在实验中，单独地分析界面脱湿对

复合固体推进剂本构关系的影响，存在诸多影响因素，

难以展开。在理论上，唯象的宏观本构关系，一般不考

虑复合固体推进剂中的细观结构，如粒子的尺寸，粒子

的体积分数，及粒子与基体的界面粘结情况等等。因

此，需要发展具有细观特征的宏细观结合模型，分析界

面脱湿对宏观本构关系的影响，并正确预测复合固体

推进剂的力学性能。

　　复合固体推进剂是一种粒子增强体复合材料，主要
由聚合物基体与刚性的氧化剂粒子组成

［３］
。国外，针对

复合固体推进剂已开展了一些研究，如 Ｓｃｈａｐｅｒｙ［４］从
不可逆热力学角度，引入两个内变量描述复合固体推进

剂的损伤，提出了损伤本构关系。Ｖｒａｔｓａｎｏｓ与 Ｆａｒｒｉｓ［５］

从能量守恒角度，假定粒子的脱湿是从大粒子到小粒子

依次脱湿，认为粒子的脱湿是导致复合固体推进剂非线

性的主要原因，并确定了宏观本构关系。Ｒａｖｉｃｈａｎｄｒａｎ
与 Ｌｉｕ［６］基于 Ｅｓｈｅｌｂｙ等效夹杂理论与 ＭｏｒｉＴａｎａｋａ
方法，考虑了复合固体推进剂中的界面损伤，提出了一

个率无关的唯象本构关系。Ｔａｎ［３，７］针对 ＰＢＸ９５０１高
能炸药，使用数字图像相关（ＤＩＣ）技术，获取了基体与
粒子的界面粘性定律，并确定了模型参数，并在 ＲＶＥ
（ＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅＶｏｌｕｍｅＥｌｅｍｅｎｔ）上，使用平均化与
ＭｏｒｉＴａｎａｋａ法，确定了高三轴应力下的线弹性宏观
本构关系，利用有限元技术数值模拟了宏观本构关系，

显示了增强体粒径大小对 ＰＢＸ９５０１高能炸药的界面
脱湿具有重大影响，并得出了临界脱湿粒径。之后，

Ｔａｎ［８］在线弹性本构关系的基础上，使用 Ｌａｐｌａｃｅ变换
原理，将线弹性宏观本构关系发展到线粘弹性的宏观

本构关系。国内，彭威
［１］
针对复合固体推进剂，考虑

粒子增强作用与界面脱湿损伤，建立了含损伤变量的

粘弹性宏观本构关系，并与拉伸曲线对比，结果吻合较

好。李丹与胡更开
［９］
针对高粒子体积分数聚合物材

料，基于 Ｌａｐｌａｃｅ变换和双夹杂相互作用的弹性模型，
建立了细观力学模型，计算了玻璃微珠／ＥＤ６复合材
料的有效松弛模量及常应变率下的本构关系。

　　可以看出，国内外针对复合固体推进剂，建立宏细
观结合的损伤本构关系已经展开研究，但是对于细观

结构对宏观本构关系的影响难于从定量上确定。因

５２３
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此，本文针对复合固体推进剂，对于其内部细观结构的

界面脱湿，假定含粒子与空泡的三相物理模型描述了

经历界面脱湿的复合固体推进剂，利用细观理论与能

量守恒原理从定量上确定不同载荷作用下，增强粒子

的脱湿程度对宏观力学行为的影响，并确定了宏观有

效割线模量。最后，针对粒子粒径服从对数正态分布

的复合固体推进剂，展开了数值模拟，获取计算结果，

与实验数据对比，结果吻合较好
［１０］
；并针对高粒子体

积分数的复合固体推进剂，分析了粒子体积分数对复

合固体推进剂宏观本构关系的影响。

２　能量守恒定律的表达形式

　　为了确定复合固体推进剂含损伤的本构关系，
Ｖｒａｔｓａｎｏｓ与 Ｆａｒｒｉｓ根据热力学第一定律———能量守
恒定律，假定复合固体推进剂中的损伤完全由界面脱

湿决定，从而确定能量平衡方程
［５］
：

　　δＵｓｔｒａｉｎ＋δＵｓｕｒｆ＝δＷ ＋δＱ （１）
式中，δＵｓｔｒａｉｎ是复合固体推进剂中粒子与基体存储的应
变能，δＵｓｕｒｆ是由脱湿而引起的界面耗散能，δＱ是外界
导入系统的净热量，δＷ 是外界对系统做的净功，单位均
是 Ｊ；δ是微小量符号。假定系统是绝热的，并使用虚功
原理，能量平衡方程用应力与应变如下表达

［５］
：

　　２Ｇｃ
δＡ
Ｖ０
＝σｉｊδεｉｊ－δσｉｊεｉｊ （２）

式中，Ｇｃ是基体与粒子界面的单位面积耗散能，单位是

Ｊ·ｍ－２
；Ａ是基体与粒子脱湿界面的面积，ｍ２；σｉｊ，εｉｊ

分别是复合固体推进剂的应力与应变，下标满足张量运

算；由于粒子与基体界面脱湿是成对的发生，因此左端

存在一个系数 ２，Ｖ０是复合固体推进剂的初始体积，

ｍ３。
　　在单轴拉伸下，给定应力边界条件，得到控制方程：

　　
２Ｇｃ

δＡ
Ｖ０
＝σｉｊδεｉｊ－δσｉｊεｉｊ

σ１１＝σ０；σ２２＝σ３３＝０
{

；

（３）

　　利用复合固体推进剂的本构关系：

　　εｉｊ＝－
ν
Ｅσｋｋδｉｊ

＋１＋ν
Ｅ σｉｊ

（４）

式中，Ｅ为宏观的弹性模量，ν为宏观的泊松比，δｉｊ是克
罗内克符号；最后，可以确定临界脱湿应变方程：

　　 －２
Ｇｃ
Ｖ０
ｄＡ
ｄ( )ｃ ＝ε２１１ ｄＥｄ( )ｃ （５）

式中，ｄ是微分符号；因此，只需要确定粒子与基体的
界面脱湿面积 Ａ随粒子体积分数 ｃ的变化关系，及复

合固体推进剂中弹性模量 Ｅ随粒子体积分数 ｃ的变化
关系，就得到临界应变，并确定应力。利用几何关系可

以确定界面脱湿面积 Ａ的变化；利用细观力学理论
ＭｏｒｉＴａｎａｋａ方法确定弹性模量的变化。
　　假定复合固体推进剂中的粒子是球形，那么一个
半径为 Ｒ的粒子发生完全脱湿，面积增加 ４πＲ２，体积

分数减少
４
３π
Ｒ３／Ｖ０，因此，

　　ｄＡ
ｄｃ
＝－６Ｖ０／Ｒ （６）

３　ＭｏｒｉＴａｎａｋａ方法的有效场理论

　　粒子增强体复合材料的细观力学有效场理论，常
见方法有广义自洽法（ＧＳＭ），微分法和 ＭｏｒｉＴａｎａｋａ
方法（ＭＴ）。Ｃｈｒｉｓｔｅｎｓｅｎ［１１］针对高体积分数的球形
粒子增强体复合材料，使用这三种方法分别计算了复

合材料的弹性性能，比较结果得出，ＭＴ方法的精度
与 ＧＳＭ相当，微分法次之，但 ＧＳＭ 方法用于多相复
合材料具有局限性。另外，Ｗｅｎｇ［１２］证明对于多相复
合材料，ＭＴ方法的精度较高。
　　假设复合固体推进剂是增强粒子与聚合物基体组
成的两相复合材料，但是由于粒子的脱湿，使用空泡代

替粒子，从而具有与粒子不同弹性属性的第三相，因此

复合固体推进剂属于三相复合材料。本文使用 ＭＴ
方法计算包含空泡的复合材料有效属性。引用文

献
［１３］
的推导结果，设复合材料的平均刚度矩阵是

［Ｃ］，基体的刚度矩阵是［Ｃ０］，增强粒子的刚度矩阵
是［Ｃｉ］，以及由粒子脱湿而形成的空泡刚度矩阵是
［Ｃν］，那么有如下关系：
［Ｃ］＝［Ｃ０］＋

［Ｃ０］｛ｃｉ［Γｉ］（ｃｉ［Ｉ－Ｓｉ－Γｉ］＋［Ｓｉ］＋［Ａ］＋
ｃν［Ｉ－Ｓν－Γｖ］［Ｓν＋Ｂ］－１［Ｓν＋Ｂ］－１［Ｓｉ＋Ａ］）－１｝＋
［Ｃ０］｛ｃν［Γν］（ｃν［Ｉ－Ｓν－Γν］＋［Ｓν］＋［Ｂ］＋
ｃｉ［Ｉ－Ｓｉ－Γｉ］［Ｓｉ＋Ａ］－１［Ｓν＋Ｂ］）－１｝ （７）

式中，方括号表示方阵，［Ａ］＝［Ｃｉ－Ｃ０］－１［Ｃ０］，［Ｂ］
＝［Ｃν－Ｃ０］－１［Ｃ０］，ｃｉ表示粒子的体积分数，ｃν表示
由粒子脱湿而产生的空泡体积分数。［Ｓ］是 Ｅｓｈｅｌｂｙ
矩阵，依赖于基体的泊松比及增强粒子的形状，对于球

形粒子，有
［１２］
：

Ｓｉｊｋｌ＝
１

１５（１－ν０）
｛（５ν０－１）δｉｊδｋｌ＋（４－５ν０）（δｉｋδｊｌ＋δｉｌδｊｋ）｝（８）

　　在单轴拉伸下，粒子不同部位脱湿程度不同，一般
是从极区开始脱湿，因此，引入因子 Ｆｂ表示不同的脱

６２３

ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｎｅｒｇｅｔｉｃＭａｔｅｒｉａｌｓ，Ｖｏｌ．２１，Ｎｏ．３，２０１３（３２５－３２９） 含能材料 ｗｗｗ．ｅｎｅｒｇｅｔｉｃｍａｔｅｒｉａｌｓ．ｏｒｇ．ｃｎ
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湿程度，那么空泡的刚度矩阵，表示为
［１０］
：

　　［Ｃν］＝ｍ

ＦｂＥ１１（１－ν
２
２３）　　０　　　０

　　　０　　　　Ｅ２２　　Ｅ２２ν３２
　　　０　　　　Ｅ３３ν２３　 Ｅ











３３

（９）

式中，ｍ＝（１－ν２３ν３２）
－１
，Ｅｉｉ（１ｉ３）是弹性粒子的

弹性模量，νｉｊ（１ｉ，ｊ３）是弹性粒子的泊松比。为了

考虑相与相之间的相互影响，公式（７）中的［Γｒ］表示
相互影响矩阵，当 ｒ＝ｉ表示粒子；当 ｒ＝ν表示空泡，
相互影响矩阵表示为

［１０］
：

　　［Γｒ］＝［Ｉ］＋５ｃ
ｒ

４β２
Ｙ［Ｗｒ

］（１０）

式中，［Ｉ］表示单位方阵，ｃｒ表示相 ｒ的体积分数；Ｙ＝
Ｙｍ（１－ｃ

ｒ
），Ｙｍ 为相互影响系数；［Ｗ

ｒ
］＝ξ１δｉｊδｋｌ＋

ξ２（δｉｋδｊｌ＋δｉｌδｊｋ），参数 ξ１，ξ２，β的取值依据文献［１３］。

４　数值模拟与计算分析

　　为了验证本文算法的正确性，针对复合固体推进
剂 ＨＴＰＢ展开数值模拟。颗粒粒径频度服从对数正态
分布，采用文献［１０］的推进剂试件数据，确定了平均
粒径 ｒ＝３２μｍ，对数标准差 ｌｎσ＝０．１６７，及初始粒子
体积分数 ｆｉ＝３０％与初始的空泡体积分数 ｆν＝０；本
文预估了界面粘结能 Ｇｃ＝２．２４１Ｊ·ｍ

－２
，部分脱湿因

子 Ｆｂ＝１０
－５
，及相互影响系数 Ｙｍ ＝１．１８。依据文献

［１０］确定了复合固体推进剂组分的物理属性，玻璃珠
增强粒子的剪切模量 Ｇｉ＝３０ＧＰａ与泊松比 νｉ＝
０．１６；基体的泊松比 ν０ ＝０．４９５，考虑非线性弹性基

体，弹性模量与应变相关，单位 ＭＰａ，表示如下［１０］
：

　　Ｅ０＝１．５５４８６５－０．４９７４９９ε＋０．３２１４５２ε
２
（１１）

　　采用公式（５）与（７）模拟计算，得到计算结果如图
１，为了比较，同时给出了文献［１０］的实验数据。可以
看出，计算结果与试验数据较为吻合。易知，复合固体

推进剂的力学行为主要分为两个阶段，第一阶段是线

弹性阶段，粒子没有发生脱湿，粒子对复合固体推进剂

起到增强作用；第二阶段是非线性阶段，由于粒子的脱

湿，导致复合固体推进剂中空泡的产生，粒子的增强作

用减弱，引起复合固体推进剂弹性模量的下降，验证了

复合固体推进剂中的非线性行为主要是界面脱湿，与

文献
［２］
的结论相一致。

　　针对目前国内使用的复合固体推进剂 ＨＴＰＢ，主
要由高氯酸铵（ＡＰ）、铝粒子与粘合剂基体组成，固体
含量体积分数高达 ９０％，其中 ＡＰ粒子体积分数
７０％。铝粒子的粒径较 ＡＰ粒子的粒径小得多，在拉

伸试件破坏之前，铝粒子的界面基本粘结完好，对复合

固体推进剂主要起到增强作用，因此作为简单考虑，作

者针对含 ＡＰ粒子与粘合剂基体的复合推进剂展开数
值模拟，研究了不同 ＡＰ粒子体积分数，界面脱湿对复
合固体推进剂力学行为的影响。

图１　ＨＴＰＢ单向拉伸的数值模拟与实验数据对比

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄｅｘｐｅｒｉ

ｍｅｎｔｆｏｒＨＴＰＢｕｎｄｅｒｔｈｅｕｎｉａｘｉａｌｔｅｎｓｉｏｎ

　　从图２中可以看出，ＡＰ粒子体积分数高的 ＨＴＰＢ
比 ＡＰ粒子体积分数低的 ＨＴＰＢ具有更高的强度，但
是 ＡＰ粒子发生脱湿后，导致宏观本构关系的非线性
行为出现，同时应力下降的趋势更明显，粒子的增强作

用转化为软化作用。这是因为粒子体积分数含量越

高，对 ＨＴＰＢ起到越高的增强作用，但是高的粒子体积
分数，导致 ＨＴＰＢ更容易发生脱湿，粒子的增强作用减
弱较快，表现出更明显的应力下降趋势。

图２　不同粒子体积分数下的应力应变曲线

Ｆｉｇ．２　Ｐｌｏｔｓｏｆｓｔｒｅｓｓａｇａｉｎｓｔｓｔｒａｉｎｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒｔｉｃｌｅｖｏｌｕｍｅ

ｆｒａｃｔｉｏｎｓ

　　图３给出了 ＨＴＰＢ宏观有效弹性模量变化，可以
看出有效弹性模量随应变的增大而逐渐降低，但在非

线性阶段，弹性模量下降速率加快。这是因为，一方

面，本文使用非线性弹性基体，基体弹性模量随应变增

大而降低，因此在粒子粘结时，宏观有效模量随载荷的
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增大而降低；另一方面，复合固体推进剂 ＨＴＰＢ内粒子
脱湿数量随应变增大而增加，也就是损伤值增大，粒子

的增强作用减弱，从而宏观有效弹性模量随损伤值增

大而降低。同时易知，ＨＴＰＢ中包含越多的粒子，就具
有更高的初始弹性模量，在图 ３中粒子含量的宏观有
效模量是粒子含量的 ４倍，但是粒子含量的宏观有效
模量退化速率也更快。图４给出了 ＨＴＰＢ体积膨胀应
变的变化趋势，可以看出体积膨胀应变随应变的增大

而增大，在非线性阶段，由于粒子脱湿而产生空泡，导

致体积膨胀应变的增长，也就是 ＨＴＰＢ内部损伤值的
上升。由于粒子体积分数高的 ＨＴＰＢ更容易脱湿，导
致在 ＨＴＰＢ中空泡更快增长，从而体积膨胀应变更大。

图３　不同粒子体积分数下宏观有效弹性模量随应变的变化

Ｆｉｇ．３　Ｐｌｏｔｓｏｆａｇａｉｎｓｔｓｔｒａｉｎｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒｔｉｃｌｅｖｏｌｕｍｅｆｒａｃｔｉｏｎｓ

图４　不同粒子体积分数下体积膨胀应变随应变的变化

Ｆｉｇ．４　Ｐｌｏｔｓｏｆａｇａｉｎｓｔｓｔｒａｉｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒｔｉｃｌｅｖｏｌｕｍｅ

ｆｒａｃｔｉｏｎｓ

５　结　论

　　针对 ＨＴＰＢ推进剂，建立了数学模型，模拟了界面
脱湿对其力学性能的影响，可以推广至一般的粒子增

强体复合固体推进剂。并从以上的数值模拟与分析

中，可以得出：

　　第一，对于弱粘结界面的复合固体推进剂，容易
发生界面脱湿及空泡出现，粒子的增强作用减弱，导致

宏观模量的下降，但损伤值与体积膨胀都增大。

　　第二，增加复合固体推进剂的粒子含量，可以明
显地提高宏观模量与强度，但更容易发生界面脱湿。
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